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Dik Bilesenler

Dogrultman
F2=F2+ F, 2+ F? kosintisler:

F,=Fcosé,=Fl 1 = cosby
F,=Fcos#,=Fm m = cosh,
F.=Fcosf.=Fn i = cosf.
‘-—’_‘—4 P+m?+n=1
’ Gt File aym

yondeki
birim vektér

¥ &
Dik Bilegenler

B .- n//F //AB

Alxy, vy 2y
B(xp, vs, zp)

Kuvvetin tesir ¢izgisi iizerindeki 4 ve B gibi iki noktanun koordinatlan biliniyorsa:

AB vektorii,

— AB ug noktasmm koordinatlarmdan
B iB baglangi¢ noktasinin koordinatlar ¢ikanlarak yazilir.
. AB=(xg—x)i +(vg—v)J +(zz—z)k
=% A — 2 2 )
== AB"=(xg=x" +(p =y + (G~ )"
AB

'




3

Baslangic ve u¢ noktasinin koordinatlari bilinen bir vektdriin birim
vektorler cinsinden yazilmasi i¢in pratik bir yol:

z Ug

noktasi

—

AB

Baslangi¢
noktast

.
Ay, vz

B (xz, v5, 25)!

AB=(xz-x)i + (g +Ca—zDk

A dan B ye giderken
z-eksenine paralel olarak

ne kadar ve ne yonde gittigimize bakarak
k nin katsayisim buluruz.

AB=(xs= %7 + (3= y0] +Ca= =)k

A dan B ye giderken
’ v-eksenine paralel olarak
o < - ne kadar ve ne yénde gittigimize bakarak

J nin katsayisim buluruz.
A dan B ye giderken

x-eksenine paralel olarak x Ié =(xg— ‘\-A)T-v-((\‘, —_r‘,}}*-ﬁ- (zz —z4) T

ne kadar ve ne yonde gittigimize bakarak
s

i nin katsayisum buluruz,

AB=(xg=x)i + (vg—yo)Jj +(GE—z)k
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Bir kuvvetin herhangi bir dogrultuya dik izdiistimii skaler
carpim ile de bulunabilir.

Omek olarak F kuvvetinin x-eksenine izdiisiimiint bulalm. . ) v =F, T

Fei =F(1)cosh, l N = my—ner
F,=Fei Fo=Fei i

Fy=Fcost, '

Benzer sekilde:

F Fo=F, e ‘ o Fleise:
) S Fo=F-ee _
FloN F,=Fee ‘ Fa=0

\ Bir kuvvetin herhangi bir dogmltuya dik izdiisiimiiniin siddeti,

a-a dogrulmsundaki
birim vektdr

L=Fre

-

—

:F(;J-—AMT,”;” \ F,=Fla+mp+ny)

kuvvet ile dogrultu iizerindeki birim vektoriin skaler ¢arpumi ile bulunur.

&

R

Herhangi iki vektor arasindaki agiy1 bulmak igin:

Pl:Pl(lrl i +J'H1j +m i\')

— — — —
PQ:PIUQ P+myj +n i\')

—_ —

Pl P

cosé = = Iy + myny + nyny

P13

6=90° <« I+ myny +npy=0

&
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Ornek Soru

Sekildeki CD kablosunun, diregin C noktasina
uyguladigi 1.2 kN siddetindeki ¢ekme kuvveti
T yi, X, y, z eksenlerindeki birim vektorler
cinsinden yaziniz.

= CcD

T=r

cD

\(Tzl.zkr\'
ED=[0-(-15]i +(G-0)j +©0-45km

€D=15i+3j-45km

(xp=xcy +(p—ye)" +(zp— 20

CD*=(157 +3*+ (—4.5° m®

CD=561m

p ¢

Omek Soru Sekildeki CD kablosunun, diregin C noktasina uyguladigi
z 1.2 kN siddetindeki ¢ekme kuvveti T nin, AE dogrultusuna
| ¢ dik izdisiimiintin siddetini bulunuz. Bir 6nceki problemin

[
BI g sonucunu kullaniniz.

. iF Caziim
T=12kN AE=(-15-0)i +(0—0)j (0 -3k m

AE=-157 -3 fkm

AE=(xg—x )V + g — v P + Gp— )

AE = (-1.5 + 0% + (-3 m?

AE=335m

~ 1D

s ~ o -, — "

Te=T g S ui=—0457 —09 k

¥
Tie=Toa+T,p+T.; " i B
Uyp = + +y k
Tiz = 0.32(-0.45) + 0 + (~0.96)(~0.9) KN
T=T,7+T,] +1. '
Tz =072kN T=0327+064) —096 k kKN
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Ornek Soru

02m

02m 04m

Sekildeki F kuvvetinin siddeti 2
kN dur ve A dan B ye dogru

AB=-02i+04,) +02km

AB2= (02 + 04>+ 022 m?

% i - P52 T 16 Te 082 T RN AB=049m
yonelmistir. F nin CD
dogrultusuna dik =04 -02Fm e e - - &
izdiisimiinii hesaplayiniz ve F tep=a i <f )y k=—0
. . N = 2 -~ 2 2
ile CD arasindaki ag1 0 y1 el R QU - ~ R
bulunuz. CD =0447Tm ep=0894 1 — 0447 k
Ft'D:F-'T’(J FCD: 1.09 kN
Fep=Fra+F,f+F.7 Fep=F * Tiep = Feosf

F D
Fep = 1.63(0.894) + 0.82(-0.4T) KN cost=— 6=568"

Moment

Moment, bir kuvvetin herhangi bir eksene gére déndirme etkisidir.

Bir kuvvetin kendi tesir gizgisi ile kesisen bir eksene gore momenti yoktur,

¢ Moment
tesir ¢cizgisine paralel olan bir eksene gére de momenti yoktur. alnan
eksen

Moment vektorel bir bityiiklitktiir.

Moment vektSriinit M ile gbsterecediz.

Moment vektériiniin yoni sag el kural ile bulunur.

Sag elimizin dért parmagim kuvvet yonunde tutup avucumuzun icini moment alinan eksene Moment
domdiiriip avucumuzu g zaman bag moment riiniin yoniing gostenr. alinan

nokta

Bir noktaya gére moment

Bir kuvvetin bir noktaya gre momenti. kuvvet ile noktanm iginde bulundugu ditzleme dik olan ve H
moment alinan noktadan gegen bir eksene gore dondiirme etkisidir. j

Bir noktaya gére alman momentin siddeti:
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1ki boyutlu kuvvet sistemini ol kuvvetlerin leri llikle iginde bulundukl,

o 1 ditzlemde yer alan bir noktaya gore alindid igin, moment
vektérlerinin tamami birbirine paraleldir. Dolayist ile sadece siddetleri ile ilgilenmek ve yénlerini de pozitif-negatif isaretle belirtmek yeterli olmaktadir.

Fakat ii¢ boyutlu kuvvet sistemini olugturan kuvvetlerin herhangi bir noktaya gére momentlerinin olusturdugu sistem de ii¢ boyutludur.
Yani moment vektérleri birbirine paralel degildir.

My=My+My+ My,
— - — —
My=My | + My j + My k
Bir kuvvetin bir noktaya gore momentini vektorel carpimla bulabiliriz.
d = rsina

Fsina

My =Frsina

r vektorii. moment alman noktadan baslar
kuvvetin tesir ¢izgisi tizerinde herhangi bir noktada biter.

3 &

Moment aliman noktadan gegen herhangi bir eksene gore moment

-
My @ Adan gegen / eksenine gbre moment

: / ekseni fizerindeki birim vektor

A4 dan gegen herhangi bir eksen

-
M, =My =Mye 1 A noktast ile kuvvetin

- o = j i¢inde bulundugu diizleme
My=rxF dik olan eksen
— — —

rEritnjtrk

F=Fi+Fj+F k

— - = =

F=F({i+mj+nk) nrorn -

M=F|1 mmn o !
a B v
— - x
M,=M, e
-

Moment alinan eksen. 4 noktasma gore alinan momente dik ise: MilLe e M;=0

Bir kuvvetin, moment alinan nokta ile kuvvetin i¢inde bulundugu diizlemde yer alan bir eksene gére momenti yoktur.
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= =y

My=My+My,+M, My, : 4 dan gegen ve x-eksenine paralel olan eksene gére moment
— = =5 — —

My=My i +Myj+M.k My, : 4 dan gegen ve y-eksenine paralel olan eksene gére moment
{z; =M, Tt My, J_'+ M. F _-\_{_; : A4 dan gegen ve z-eksenine paralel olan eksene gore moment
My=My, =M, A dan gegen ve

-+ | z-eksenine paralel olan eksen

—

| M, =My =M,

M= My =M,

A dan gecen ve
y-eksenine paralel olan eksen

Mo =M, + Mo, + Mo

- 5. =
My=My, i + Mg, j +Mp,

¥

T S e
Mo=M,T+M,J+ M.k

4 dan gegen ve
v-eksenine paralel olan eksen

3 &

Varignon Teoremi

g =
M, =7 xF,

M =TxR
= = L b
R=F +-+F, M,™=T7xF,

My " =M+ M

M,® ‘-\[.nH sl '\[.nm

Ay

M R=M e+ M

[ Bir noktada kesigen kuvvetlerin bileskesinin herhangi bir noktaya gore momenti, kuvvetlerin o noktaya gore momentleri toplamma esittir ]

Bir noktada kesigen kuvvetlenn bileskesinm herhangi bir eksene gére momenti, kuvvetlerin o eksene gére momentlen toplamuna egittir.
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‘ Kuvvet ¢ift &

Kuvvet gifti, birbirme paralel, esit siddette ve z1t yonde olan ki kuvvetten olugan bir sistemdir (4% 0).

B % Kuvvet giftinin herhangi bir 4 noktasma gore momentini alalm

/ P Wy=d X 4C % (F) = (@b- 4O F =7 F
5 / E: f - f‘ ) Kuvvet ¢iftinin momenti, moment alnan noktadan bagimsizdir.

N L i-i =5
A5 —_—

.{? ‘ Kuvvet ciftmimn bileskesi sifirdr. | ‘ Kuvvet ¢iftinm momenti setbest vekidrdir. I

E . 4 Kuvvet ciftinin sndtcedbndimneelkm\'mdu'.| Kuvvet ¢iftinin nereye uygulandifa Snemli degildir. ‘
AB=AC+r i :

I Kuvvet ciftinin sadece momenti nemb oldugu icin. momentlen esit olan kuvvet cifilerme denk kuvvet qiftlen denar.
r=4B-AC

M=Fd
b

Kuvvet ciftin,
cogunlukla,

kuvvetler diizlemine dik olan bir
moment vektdrit ile gosteririz

% &

Bir kuvvetin tesir gizgisinin degistirilmesi

Bir kuvvet, tesir ¢izgisi tizerinde kaydinldigi zaman etkisi degismez. Ama tesir ¢izgisinin disina gikanhrsa etkisi degisir.
Kuvvetin tesir ¢izgisini degistirmek istedigimiz zaman, etkisinin degismemesi icin kuvvete ilaveten bir de kuvvet ¢ifti uygulamak gerekir.

M=Fd
A

- l}, — = Bumoment,

i kuvvetin momenti degildir.
Kuvvete ilaveten
disaridan uygulanan
bir kuvvet giftidir.

Bir kuvveti, baska bir tesir ¢izgisine tasirken kuvvetin yoniinii ve siddetini bozmadan aynen taginz. Ayrica yanma bir de kuvvet cifti ilave etmemiz gerekir,
Bu kuvvet ciftinin momenti. kuvvetin. yeni tesir cizgisi tizerindeki herhangi bir noktaya gére momentine esittir.

Bazen de bir kuvvet ile knvvet ¢iftinden olusan bir sistemin yerine gegecek bir tek kuvvet yerlestiririz.

M=Fd
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Ornek Problem

50 N-luk bir kuvvet, endiistriyel bir su vanasimm koluna sekildeki gibi uygulanmustir.
Kuvvet yataydir ve OA4 koluna diktir. Kuvvetin, @ noktasina gére momentini kartezyen
koordinatlardaki birim vektorler cinsinden yazumz.

- — 125 mm

P
| 20 mm

50N

1. Coziim

Verilenler:

F=50N

Momentin yéniint belirten Momentin y6niinii bozmamasi icin
isaretleri biz yerlestiririz F, ve F, nin igaretini atanz.

M, = |F,| (20) = 50 sin40° (20) = 643 N-mm

M, == |F,| (20) = - 50 c0s40° (20) = - 766 N-mm
M, = F(125) = 50 (125) = 6250 N-mm

My =M,T+M,7+M.%
Istenenler:

— g — — 5
My =M, T+M,J+M, k M, =643 7= 766 7 + 6250 & Nmm

Ornek Problem

50 N-luk bir kuvvet, endiistriyel bir su vanasinmn koluna sekildeki gibi nygulanmistir.
Kuvvet yataydir ve O4 koluna diktir. Kuvvetin, O noktasma gére momentini kartezyen

125 mm

T
; : 20
koordinatlardaki birim vektorler cinsinden yazinz. £ S
2. Coziim 50N
Verilenler. z
=5
RS SON 125mm <
0 mm
P
Eoof &
M,,—r.'f = T T I-"
2 —
F. F, F Mg = | —125sin40° 125 cosd0® 20
= 50 cos40° — 50 sin40° 0
rerttr jenk
7'=0
¥ == 125 sind0° § + 125 F+0E
r ==125sin40° i +125¢c0s40° j +20 k mm T i e T
Tilenanler Mg =643 i =766 j +6250 k N-mm
No:ﬂf.r‘*M.T*‘M;T F=F,i+F,j+Fk
’ — g o Vektorel ¢arpimn ile moment hesaplarken
F=-50cos40° i —50sind0° j N momentin yonini belirten igaretler kendiliginden gelir.

2/26/2013
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Oriek Problem

Verilenler:

F=50N -

50 N-luk bir kuvvet. endiistriyel bir su vanasimn koluna sekildeki gibi uygulanmisur.
Kuvvet yataydir ve O4 koluna diktir. Kuvvetin, O noktasina gore momentini kartezyen
koordmatlardaki birim vektorler cinsinden yaziniz.

v-cksenine gél’f moment:

3. Qaziim

125 cos40° 4 F, == 50 sin40°

[e]

§20mm

x-ckseni

Istenenler.

3, - i —
My =M, T+M,7+M%

/d

M,

y-cksenine gore moment:

Momentin yonini
belirten isaretleri x
biz yerlestiriz.

M, = |F,| (20) = 50 sin40° (20) = 643 N-mm

F, = — 50 cos40°

v-ekseni

M, =—|F,|(20) = — 50 cos40° (20)=— 766 N-mm

K Momer

niinii bozmamas: icin

T
| 20 mm

50N

M. =50 (125) = 6250 N'-mm

My =643 7 — 766 7 +6250 k N-mm

Ornek Problem

Verilenler.

F=600N

Istenenler.

Mo =?

M,

Sekildeki 600 N-luk kuvveti, O noktasindan gegen bir tesir ¢izgisine tasiyunz.

Caoziim

Bir kuvveti, baska bir tesir ¢izgisine tasirken. kuvvetin yoniinil ve siddetini bozmadan
aynen taginz. Aynca yamna bir de kuvvet ¢ifti ilave ederiz. Bu kuvvet ¢iftinin momenti,
kuvvetin, yeni tesir ¢izgisi {izerindeki herhangi bir noktaya gére momentine esittir.

F=Fy+F=F+F+F

F,, = F cos45°

F, = F,, sin60° = F c0s45° sin60°

F, = = F,, c0s60° = — F c0s45° cos60°
F, = F sin45°

"
xl

= 162.6 T—205 j +150 ¥ mm

1626 -205 150

= (50+ 130 sin60°) 7 — (140 + 130 cos60%) 7 + 150 % mm

My =-552T-1397 +408 F Nm

2/26/2013
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Crnek Problem

150 N-luk iki kuvvetten olusan sekildeki kuvvet ¢iftinin momentini birim vektorler

cinsinden yazinz.

Verilenler

F=150N

Istenenler.

ﬁ

Coztim

250 mm -

A 250 mm

S 150 mm

150N

Kuvvet ¢iftinin momenti. moment alinan noktadan bagimsizdir. Yani serbest vektrdiir.
Kuvvetlerin bulundugu dizleme diktir ve yonil sag el kural: ile bulunur.

M=Fd d* = 1507 + 5007 v M, i M, ‘~
v V. M, = - Mcosl6.7°
M =150 (522) N'mm M, = - Mcosl6. e s T =
M =78.3 N'm M, = Msinl6.7° B 225 |
Ornek Problem

Sekildeki F kuvvetinin CD gizgisine gore momentinin siddeti 50 N-m ise F nin siddetini bulunuz

Verilenler.
M, =S50N-m
402,00
B(0.04.02)
C(0.4.0,0.2)
D(0.4,04.0)

Istenenler.

F=1

=-027-02%m

Caziim
— — — — 02m
AB=-02i+04;+02km

AB* = (02 + 0.4 + 0.2 m? 02m
AB=049m

CD=047-02Fkm

CD* = 0.4 + (-02)' o’

€D =0447m reor o
M=rF|1 man
. N . N . ,”-,: a f
F=F({i+mj+nk)=F
AB
F=F(-0417+0827 +041 %) 02 0 -02
M,=F|-041 082 0.41 =50
. 0 0894 -0447
+ = » €D
up=ai+fj+yk =—
D

Uep = 0.804 1 - 0447 k

2/26/2013
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Bir kuvvet sisteminin bileskeler: M
M,

A

Bazen g6z dniine alman kuvvet sisteminin yerine gegecek bir tek kuvvet aramr. -
Bu bileske kuvvetin yonil, siddeti ve tesir ¢izgisinin nereden gegtigi bulunmalidir. / F,

Us boyutlu kuvvet sistemleri her zaman bir tek kuvvete indirgenemeyebilir

Onun yerine, ¢ofunlukla, kuvvetler: keyfi olarak secilen bir noktaya indirgemek ile yetinilir f /
Fy
y F,

Kuvvet sistemnini herhangi bir noktaya indirgedigimiz zaman sistem. ¢ogunlukla,

bir kuvvet ve bir kuvvet giftinden meydana gelen bir sisteme doniisiir o
Bileske kuvvet

— — o

R=R, T +R J+R k=R(gi+mgj+ng k)

R=Fi+Ft =+ F= Fu T+ Ry T Fu )+ P TH Py THFa B4+ P THF T4+ Fa F)=TF

R=(Fy+ Fy b + Fpd T (Fyy + oy b oo 4 F) T+ (Fy 4 F b -+ F) B
=%F, =RF =§F, Bileske kuvvet ¢ifti
M=MT+MT+MF=My T+my J+ny B)=SM

Benzer sekilde bileske kuvvet ciftinin yoniinii ve siddetini bulmak icin

Bileske kuvvetin yoniinii ve siddetini bulmak igin:

M2+ M} + M?

R = IF, (" R=Rly | [ M=zm
R, =XF, Ry =Ry M, =IM,
R, =ZF, R.=Rng M, =IM,
R*=R2+R2+R — -

I* 4+ +n' =

p ¢

Bir kuvvet sisteminin keyfi olarak secilen bir noktaya indirgenmesi

Bileske kuvvet ¢ifti
A M=3M
h M,
-y Kuvvet giftl topla
< 3\4 \-\ T 11.“ A Bileske kuvvet
- 28 VA Ia R=3F
7 o M % R=XF
F, V\A- s Kuvvetlerin toplam)
T — > —
4 4
/ F F"
Fy
MP =g /
F,, kuvvetini 4 noktasina tasirken
sisteme ilave edilmesi gereken kuvvet gifti _ S
M=XIM

Bir kuvvet sistemini herhangi bir noktaya indirgemek istedigimiz zaman biitiin kuvvetleri o noktaya tasmnz

Kuvvetleri tasirken sisteme ilave etmemiz gereken kuvvet ciftlerini de ilave ederiz.

Bu kuvvet ciftlerinin momentleri. kuvvetlerin o noktaya gére momentleri kadardar.

2/26/2013
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Bir noktaya indirgennus bir sistenun bir kuvvet vidasina veya bir tek kuvvete mdirgenmesi

M,=Rd

Kuvvet

Birbirine paralel olan
bir kuvvet ve bir kuvvet ¢iftinden
olugan sisteme kuvvet vidasi denir.

Yonleri aym ise pozitif kuvvet vidasi
1t ise negatif kuvvet vidasi denir.

§ —
Ug boyutlu bir kuvvet sisteminin bir tek kuvvete indirgenebilmesiigin  M; =0 olmas: gerekir. Yani EZM_1 R  olmalidir. I

Ornek Problem
Ug tane esit kuvvet eskenar tiggen bir levhaya sekildeki gibi uygulanmistir. Bu kuvvet
sistemini O noktasma indirgeyiniz. R nin M ye dik oldugunu gésteriniz.
Coziim
Verilenler. = ’
F,=F
F,=F o l
F;=F P F,=F M7= M
3 E l F b sin60° F; kuvvetini O noktasina tagirken
F(b?2) sisteme ilave edilmesi gereken kuvvet cifti z
F; (Kuvvetin O noktasina gore momentine esittir.) |
L
F, v =
B Fy=F
M -‘\
% 5 =
F(b2)

[stenenier. — > . g g =y, =3

R=ZIF M=IM ReM=0ise: R1M
R=17 e —

R=F+RK+F M=M'+ M+ 0P S

1=7 (—3F)(~Fbsin60°) k- i =0
R=-3FF% M=—Fbsin60® i RLM

I

2/26/2013
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» ORNEK SORU B(40.40.30) ; E(0.40.0) : G(40.40.0) &
‘ AY F(40.0.0) ; 0(0,0.0) : A(0.40.30)
BE =-40i 30k
GF =-40j
04 =40j+30k

L — —40i=30k
o Fi= 2000&%#—16@0:‘—120%
C ‘ 30 V40* +30° ‘
40 D
o - 40,

F, =3000.(— ) ==3000,
Verilen kuvvetleri ve kuvvet ciftlerini 40
O’ya indirgeyiniz. (Birimler cm’dir.)

M, =5000i
Fi=2 kN -, 40+ 30k
Fo= 3 KN M, =10000.(——L22"") = 8000 j + 6000k
M;=5 kNcm V407 +30°

>=10 kNem - = — )

’ J
= 50007 +8000; + 6000k +| 40 40 30 [ +]40 40 0
-1600 0 -1200 |0 -=3000 O

M, =-430007 + 8000/ — 50000k Necn

ORNEK SORU

+ A(-3, 2, 0), B(0, 0, 6), C(2, -3, 0), D(0, -3, 0) &
Agirligt 500 N olan OB c¢ubugu yukarida
koordinatlar1 verilen ii¢ tel halatla A, C, D
noktalarina sabitlenmistir. Sistemin dengede
kalabilmesi i¢in halat germe kuvvetlerinin
minimum ne olmasi gerektigini hesaplayimiz.

EF.=0 ZF =0
2p 3 - iRt iR =0
;Fac 7Fm_0' 35 7 7

—0.447F,, —0.428F,, +0,286F,, = 0

=:F..=15F,
Le=blw L =—0796E,
BD=0-3]-6k=9+36 =145 =35 2F.=0
BC=2i-3j-6k=4+9+36=\/49 =7 -5 Fp-8F,.-8F,-s500m0 = F, =-525N
Bi=-3i+2j—6k=y9+4+36 =49 =7 35 7 7 ST

—1431F,, = 500
= F,, =-350N

= F,, =278,6N

2/26/2013
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300 mm

80 "'II

240 mm

(&)

Yukarda goriilen dikdortgen levha A ve B
de menteselerle ve CD 1p1 1le baglannustir.
CD ipindeki kuvvetin siddetinin 200 N
oldugu bilindigine gore bu kuvvetin A
noktasma gore momentini bulunuz.
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